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Предварительные сведения

Рассматриваем дистрибутивные категории с конечными

произведениями (×, 1) и суммами (+, 0)

Имеет место биекция:

Hom(A,C )× Hom(B,C ) � Hom(A + B,C )

Hom(A,C )× Hom(B,C ) ↪→ Hom(A + B,C ) по определению A + B
Hom(A + B,C ) ↪→ Hom(A,C )× Hom(B,C ):

h 7→ (h ◦ il , h ◦ ir )
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F-алгебры

F : C → C — функтор в категории C (эндофунктор).
F-алгебра это пара (A, ϕ), где ϕ : FA→ A — морфизм в C.
A — носитель F-алгебры.
Или: F-алгебра это морфизм ϕ в C, т.ч. domϕ = Fcodϕ

Гомоморфизм из F-алгебры (C , ϕ) в F-алгебру (D, ψ) это
морфизм f : C → D, такой что

f ◦ ϕ = ψ ◦ Ff

или коммутативна диаграмма:

FC
ϕ−−−−→ C

Ff

y yf

FD
ψ−−−−→ D
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Категория F-алгебр Alg(F)

Объекты: F-aлгебры.

Мофизмы: тройки (f , ϕ, ψ), где f — гомоморфизм F-алгебр ϕ, ψ.

Единичные морфизмы: idϕ = (idcodϕ, ϕ, ϕ).

Закон композиции: (g , ϕ2, ϕ3) ◦ (f , ϕ1, ϕ2) = (g ◦ f , ϕ1, ϕ3).
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Инициальная алгебра

Инициальная алгебра (µF, in) это инициальный объект в Alg(F).

∀(C , ϕ) ∃!(|ϕ|) : (|ϕ|) ◦ in = F(|ϕ|) ◦ ϕ

Иначе, для каждой (C , ϕ) существует единственная стрелка (|ϕ|),
делающая коммутативной диаграмму:

FµF
in−−−−→ µF

F(|ϕ|)
y y(|ϕ|)

FC
ϕ−−−−→ C

Стрелки типа (|ϕ|) — катаморфизмы (от греч. κατα — «нисходящий»).
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Свойства инициальных алгебр

существуют для полиномиальных F;

рефлексивность: (| in |) = id;

слияние (fusion): для гомоморфизма f F-алгебр ϕ, ψ:

f ◦ (|ϕ|) = (|ψ|).
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Теорема Ламбека

Теорема

Инициальная алгебра inF — изоморфизм. Обратный морфизм:

in−1
F = (|F inF |)

Справа: inF ◦(|F inF |)
fusion
= (| inF |)

reflection
= id.

Слева:

(|F inF |) ◦ inF
def
= F inF ◦F(|F inF |)

funct
= F(inF ◦(|F inF |))

справа
= F id

funct
= id.
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Множество натуральных чисел в Set

рассмотрим zero : 1→ N, succ : N→ N:
zero = 0
succ(n) = n + 1

[zero, succ] : 1 + N→ N
утверждение: [zero, succ] — инициальная алгебра

для N(X ) = 1 + X

1 + N [zero,succ]−−−−−−→ N

Nf =id1 +f

y yf

1 + X
[c,h]−−−−→ X

Найти решение:

f ◦ zero = c
f ◦ succ = h ◦ f
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Множество натуральных чисел в Set

Решение: f (n) = hn ◦ c

Проверим рефлексивность инициальных алгебр:

(|[zero, succ]|)(n) = succn ◦ zero = n

Имеют место соотношения:

add(m, n) = addm(n) = (|[λx .m, succ]|)(n)

1 + N [zero,succ]−−−−−−→ N

N(|ϕm|)
y y(|ϕm|)

1 + N −−−−−−−−−−→
ϕm=[λx .m,succ]

N

mult(m, n) = multm(n) = (|[zero, λx .add(m, x)]|)(n)
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Тип данных «Cписок»

категория: «Типы данных», Types (∼ Set)
эндофунктор: LA(X ) = 1 + A× X

объект List(A),
морфизмы: empty : 1→ List(A), cons : A× List(A)→ List(A)

утверждение: LA-алгебра [empty , cons] — инициальная

1 + A× List(A)
in=[empty ,cons]−−−−−−−−−−→ List(A)

LAf =(id1 + idA×f )

y yf =(|[c,h]|)

1 + A× X
[c,h]−−−−→ X

Найти решение:

f ◦ empty = c
f ◦ cons = h ◦ (idA×f )
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Обработка списков

Решение: foldr в функциональном программировании или

std::accumulate в C++

Имеют место соотношения:

length = (|[zero, λa, n.succ(n)]|)
concat(xs, ys) = concatys(xs) = (|[λx .ys, cons]|)(xs)
map(f ) = (|[empty , cons ◦ (f × idList(B))]|), где f : A→ B
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