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Определение линейной рекуррентной
последовательности

(Îäíîìåðíàÿ) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: u : N0→ Fq̃ (N0 = {0,1, . . .}).

u � ëèíåéíàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ËÐÏ), åñëè

ñóùåñòâóþò {ai}k−1i=0 , òàêèå ÷òî:

un+k =
k−1

∑
i=0

aiui+n, n ∈ N0.

Òîãäà

k � ïîðÿäîê ËÐÏ u,

{ai}k−1i=0 � çàêîí ðåêóðñèè ËÐÏ u.

Âñåì èçâåñòíûé ïðèìåð:

fn+2 = fn + fn+1

Çàêîí ðåêóðñèè: a0 = 1, a1 = 1, ïîðÿäîê � 2.
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Описание класса ЛРП

Теорема

Класс ЛРП совпадает с классом периодических последовательностей.

Доказательство

1 Пусть u — периодическая. Существуют p и r , т. ч. un+p = un,

n > r . Значит u — ЛРП с законом рекурсии ar = 1 и ai = 0, где

i ∈ [0,p−1]N0 \{r}, порядка p+ r .

2 Пусть u — ЛРП порядка k с законом рекурсии {ai}.
ūn = (un,un+1, . . . ,un+k−1) — вектор n-го состояния, он вполне

определяет всю последовательность; в частности, если ūi = ūj , то

ūi+1 = ūj+1.

В последовательности ū0, ū1, . . . лишь конечное число различных

элементов, потому она периодическая.

Значит, и u периодическая.
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Минимальный многочлен I

Äëÿ ËÐÏ u ñóùåñòâóåò áîëåå îäíîãî çàêîíà ðåêóðñèè. Åñòü ëè ìåæäó

íèìè ñâÿçü? � Äà, å¼ ìîæíî îïèñàòü â àëãåáðàè÷åñêèõ òåðìèíàõ.

Ïóñòü {ai}k−1i=0 � çàêîí ðåêóðñèè u. Íàçîâ¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì

ìíîãî÷ëåíîì u íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí:

f (x) = xk −
k−1

∑
i=0

aix
i .

Теорема

Пусть u — ЛРП, тогда существует единственный нормированный

многочлен m(x), такой что любой характеристический многочлен f (x)
ЛРП u делится на m(x).

Следствие

Множество характеристических многочленов ЛРП u составляет все

нормированные многочлены идеала (m(x)).
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Минимальный многочлен II

Ñòåïåíü m(x) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ñëîæíîñòüþ ËÐÏ u.

Как найти m(x)?
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От теории к практике

Íà ïðàêòèêå íåò âîçìîæíîñòè ðàáîòàòü ñ áåñêîíå÷íûìè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè.

Íà ïðàêòèêå çàäà÷à òàêîâà: äëÿ äàííûõ {ui}mi=0

íàéòè f (x) ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (îáîçíà÷èì å¼ k), òàêîé ÷òî

k

∑
i=0

fiui+n−k = 0, n ∈ [k ,m]N0 . (1)

(f (x) = ∑
k
i=0 fix

i .)

Ïîõîæå íà ÑËÀÓ?

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è � f (x) � ýòî ìèíèìàëüíûé ïîëèíîì ËÐÏ u,

ïåðâûå m ÷ëåíîâ êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ çàäàííûìè {ui}mi=0.

Çàêîí ðåêóðñèè u: {− fi
fk
}k−1i=0 .
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Удобные обозначения

Äëÿ f (x) ñòåïåíè k , ïîñëåäîâàòåëüíîñòè u è n > k ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå:

f [u]n
def
=

k

∑
i=0

fiui+n−k (∈ Fq̃).

Íà ïðàêòèêå çàäà÷à òàêîâà: äëÿ äàííûõ {ui}mi=0

íàéòè f (x) ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (îáîçíà÷èì å¼ k), òàêîé ÷òî

f [u]n = 0, n ∈ [k ,m]N0 .
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Индукция

Áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêòèâíî.

Ïóñòü f (x) � ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè (îáîçíà÷èì å¼ k), òàêîé

÷òî

f [u]n = 0, k 6 n 6 p.

Êàê ïîëó÷èòü ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè f ′(x) (îáîçíà÷èì å¼ k ′),
òàêîé ÷òî

f ′[u]n = 0, k ′ 6 n 6 p+1?

1 f [u]p+1 = 0 � íàì ïîâåçëî: f ′(x)
def
= f (x).

2 f [u]p+1 6= 0 � ïðèä¼òñÿ ïîòðóäèòüñÿ.
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Степень f ′(x)

Лемма (о нижней границе для степени f ′(x))

Для степени k ′ полинома f ′(x) выполнено:

k ′ > p−k +1.

Следствие

Для степени k ′ полинома f ′(x) выполнено

k ′ > max(p−k +1,k).

Следствие

Если будет найден h(x), такой что

1 h[u]n = 0, n 6 p+1,

2 degh = max(p−k +1,k),

то f ′(x)
def
= h(x).
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«Формула Берлекэмпа»

ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü h(x), òàêîé ÷òî

1 h[u]n = 0, n 6 p+1,

2 degh = max(p−k +1,k),

íà îñíîâå èìåþùåãîñÿ f (x) è íåêîòîðîãî ïîëèíîìà g(x).

Òî åñòü

h(x) = h(f ,g),

f ′(x)
def
= h(x).
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Индукция

Óòî÷íèì è çàâåðøèì øàã èíäóêöèè.

Ïóñòü f (x) � ïîëèíîì ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè, òàêîé ÷òî

f [u]n = 0, n 6 p,

è g(x) ïîäõîäÿùèé äëÿ ôîðìóëû Áåðëåêýìïà ïîëèíîì.

Êàê ïîëó÷èòü f ′(x), g ′(x), òàêèå ÷òî. . . ?

Âîçìîæíûå âàðèàíòû:

1 f [u]p+1 = 0 � òîãäà f ′(x)
def
= f (x), g ′(x)

def
= g(x).

2 f [u]p+1 6= 0 � òîãäà f ′(x) = h(f ,g), è

åñëè k ′ = k , òî g ′(x)
def
= g(x), èíà÷å g ′(x)

def
= f (x).
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«Формула Берлекэмпа»

h(f ,g) = x r−s f (x)− dp

dq
x r−p+q−tg(x).

Îáîçíà÷åíèÿ. s, t,p,q, r ∈ N0, dp,dq ∈ Fq̃.

s = deg f , t = degg ;

p � òåêóùèé øàã, q � òàêîâ, ÷òî ∀m < q : g [u]m = 0 è g [u]q 6= 0;

dp = f [u]p, dq = g [u]q;

r = max(s,p−q+ t).
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База индукции

Èíèöèàëèçàöèÿ: f = 1.

h0 = xp+1− up+1

up
, åñëè p < m,

h0 = xm+1 èíà÷å.
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Степень h(f ,g) (связь f и g)

h(f ,g) = x r−s f (x)− dp

dq
x r−p+q−tg(x),

ãäå r = max(s,p−q+ t).

Вопрос: deg(h)
?
= max(s,p− s +1).

1 r = s:

deg(h) = deg(f − x s−p+q−tg) = max(s,s−p+q)
p>q
= s.

2 r = p−q+ t:

deg(h) = deg(xp−q+t−s f −g) = max(p−q+ t, t) =
p>q
= p−q+ t

∗
= p− s +1,

(*) � ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè s = q− t +1.
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Основные определения

n-ìåðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u: u : Nn
0→ Fq̃.

Åñëè m ∈ Nn
0, òî xm = xm1

1 xm2
2 · · ·xmn

n .

Ïîëèíîì f (x) îò n ïåðåìåííûõ: f (x) = ∑i∈Γf
fi x

i .

Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Γf (⊂ Nn
0) � ¾íîñèòåëü¿ f .

fi ∈ Fq̃.

Ñòåïåíü f (x)?
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Мономиальный порядок

Ìîíîìèàëüíûé ïîðÿäîê < íà ìíîæåñòâå ìîíîìîâ

Monn = {xm |m ∈ Nn
0} ýòî áèíàðíîå îòíîøåíèå, îáëàäàþùåå

ñâîéñòâàìè:

1 < � ïîëíûé ïîðÿäîê (ëèíåéíûé ïîðÿäîê, ïðè êîòîðîì ëþáîå

M ⊂Monn èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò),
2 äëÿ u,v ,w ∈Monn åñëè u < v , òî uw < vw .

Ïðèìåð.

xm < xk ⇐⇒
(

(∑
i

mi < ∑
i

ki )∨(
∑
i

mi = ∑
i

ki
)
∧
(
∃j ∀i > j : (mi = ki )∧ (mj < kj)

))
Çàôèêñèðóåì <. Òîãäà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ deg : Fq̃[x ]→ Nn

0,

deg (f ) = max< Γf .
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Порядки на Nn
0

Ìîíîìèàëüíûé ïîðÿäîê íà (Monn, ·) èíäóöèðóåò ïîëíûé ïîðÿäîê íà

(Nn
0,+), ñîãëàñîâàííûé ñ ïîëóãðóïïîâîé ñòðóêòóðîé. Åñëè n ∈ Nn

0,

îáîçíà÷èì ÷åðåç n′ ∈ Nn
0 òî÷êó, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùóþ çà n

îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîðÿäêà.

Îïðåäåëèì åù¼ ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê 6P íà Nn
0:

m 6P k ⇔∀i : mi 6 ki .

Â òåðìèíàõ ìîíîìîâ 6P îçíà÷àåò äåëèìîñòü: åñëè m 6P k , òî

êîððåêòíî îïðåäåë¼í ìîíîì xk/xm = xk−m (k−m ∈ Nn
0).

Äëÿ p,q ∈ Nn
0 ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ òî÷åê:

Σq = {m ∈ Nn
0 | q 6P m},

Σp
q = {m ∈ Nn

0 | q 6P m < p},
Γp = {m ∈ Nn

0 |m 6P p}.
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Линейные рекуррентные последовательности

u íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, åñëè

ñóùåñòâóþò {fi}i∈Γ (Γ⊂ Nn
0, |Γ|< ∞, s = max< Γ), òàêèå ÷òî:

∑
i∈Γ

fium+i−s = 0 ∀m ∈ Σs .

Êàê è ïðåæäå, îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì

f (x) = ∑i∈Γ fi x
i äëÿ ËÐÏ u è ââîäèòñÿ îáîçíà÷åíèå:

f [u]m
def
= ∑

i

fiui+m−s ∀m ∈ Σs ,

ãäå s = deg f .

Теорема

Множество I (u) характеристических полиномов ЛРП u является

идеалом в Fq̃[x ].
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Базовые сведения о Fq̃[x ]-идеалах I [CLO’S00]

èäåàëû â Fq̃[x ] íå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè;

îäíàêî ñïðàâåäëèâà

Теорема («Гильберта о базисе»)

Любой идеал I ⊂ Fq̃[x ] конечнопорождён, т. е. существуют {fi (x)}ki=1,

такие что

I = {f1g1 + . . .+ fkgk | g1(x), . . . ,gk(x) ∈ Fq̃[x ]} def
= 〈f1, . . . , fk〉.
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Базовые сведения о Fq̃[x ]-идеалах II [CLO’S00]

áàçèñ ñóùåñòâåííî íååäèíñòâåíåí (â ÷àñòíîñòè, ðàçíûå áàçèñû

ìîãóò ñîäåðæàòü ðàçíîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ);

îäíàêî ñóùåñòâóþò ¾õîðîøèå¿ áàçèñû: áàçèñû Ãð¼áíåðà

Определение

Набор полиномов {fi (x)}ki=1 ⊂ I называется базисом Грёбнера идеала

I , если:

∀g ∈ I ∃i : deg fi 6P degg .

В этом случае I = 〈f1, . . . , fk〉.

Определение

Нормированный базис Грёбнера {fi (x)}ki=1 идеала I называется

минимальным базисом Грёбнера, если:

∀i ∀j 6= i : deg fi 66P deg fj .
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Задача

Ðàññìîòðèì îòðåçîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ur : Σr
0
→ Fq̃. Äëÿ ëþáîãî

f ∈ Fq̃[x ] óñëîâèå
∀m ∈ Σr

deg f : f [u]m = 0

áóäåì çàïèñûâàòü ïðîñòî f [ur ] = 0 èëè êðàòêî: f [u] = 0.

Определение

Множество нормированных полиномов F = {fi (x)}ki=1 называется

минимальным множеством для отрезка последовательности

ur : Σr
0
→ Fq̃, если выполнены условия:

1 ∀i : fi [u] = 0;

2 ∀g(x) : (g [u] = 0)→ (∃i : deg fi 6P degg);

3 ∀i ∀j 6= i : deg fi 66P deg fj .

Как найти минимальное множество для отрезка ur?
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Класс минимальных множеств

Ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ìíîæåñòâ îòðåçêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ur : Σr
0
→ Fq̃ îáîçíà÷èì F (ur ).
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Как выглядит deg({f (x) | f [u] = 0})?

Ïóñòü F ∈F (ur ). Îáîçíà÷èì:

Σ(ur )
def
=
⋃
f ∈F

Σdeg f ,

∆(ur )
def
= Σ0 \Σ.

Äëÿ êðàòêîñòè ìîæíî ïèñàòü Σ(r), ∆(r).
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Индукция

Áóäåì ðàññóæäàòü èíäóêòèâíî.

Ïóñòü p < r , F ∈F (up), G ⊂ Fq̃[x ] (|G |< ∞).

Íåîáõîäèìî íàéòè F ′ ∈F (up
′
), G ′ ⊂ Fq̃[x ] (|G ′|< ∞).

Äëÿ êàæäîãî f ∈ F åñòü äâå âîçìîæíîñòè:

1 f [u]p = 0 � òîãäà f ∈ F ′.
2 f [u]p 6= 0 � . . .
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Связь F и G

∀g ∈ G ∃q : g ∈ F (uq)∧g [u]q 6= 0.

Требование: {q−degg |g ∈ G}= max6P
∆(ur ).
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Лемма о границе для степени f ′(x) ∈ F ′

Îáîçíà÷èì Ffail = {f ∈ F | f [u]p 6= 0}.

Лемма

Пусть f (x) ∈ Ffail, тогда не существует f ′(x) ∈ F ′, такого что:

deg f ′ 6P (p−deg f ).

То есть deg f ′ ∈ Σ0 \Γp−deg f .

Следствие

Пусть Γ =
⋃

f ∈Ffail
Γp−deg f , тогда

deg(F ′)⊂ (Σ(up)\Γ).

33 / 37



Степень f ∈ Ffail и формула Берлекэмпа

1 Åñëè p−deg f ∈∆(up), òî íà ñòåïåíü f ′ íåò äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèé è ôîðìóëà Áåðëåêýìïà h(f ,g) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü
f ′ : deg f ′ = deg f .

Â êà÷åñòâå g íóæíî âçÿòü òàêîé ýëåìåíò G , ÷òî

p−deg f 6P q−degg .

h(f ,g) = f − dp

dq
xq−degg−(p−deg f )g .

2 Åñëè p−deg f 6∈∆(up), . . .

34 / 37



Ffall

Îñòàëèñü íåðàññìîòðåííûìè f ∈ Ffail, òàêèå ÷òî p−deg f 6∈∆(up),
îáîçíà÷èì èõ Ffall.

Äëÿ êàæäîé ïàðû (f ,g), ãäå f ∈ Ffall, g ∈ G ,

åñëè s ′ = max(deg f ,p−q+degg) ìèíèìàëüíà ïî 6P â

S ′ = {max(deg f ,p−q+degg) | f ∈ Ffall, g ∈ G},
òî ïîëèíîì:

h(f ,g) = xs
′−deg f f − dp

dq
g

äîáàâëÿåòñÿ â F ′.
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Вырожденный случай

Ïóñòü Ŝ ìíîæåñòâî ìèíèìàëüíûõ ïî 6P ýëåìåíòîâ â Σ(up)\Γp.

Äëÿ êàæäîãî ŝ ∈ Ŝ , åñëè íå íàéä¼òñÿ òàêîãî s ′ ∈ S ′, ÷òî s ′ 6P ŝ, òîãäà

äëÿ êàæäîãî f ∈ Ffall, òàêîãî ÷òî deg f 6P ŝ, ïîëèíîì

h(f ) = xs
′−deg f f

äîáàâëÿåòñÿ â F ′.
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