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Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Общая информация о школе

ïðîâîäèòñÿ ñ 1970 ãîäà,

îôèöèàëüíîå íàçâàíèå:
¾Logics and Languages for Reliability and Security¿,

ïîñâÿùåíà ¾ôîðìàëüíûì ìåòîäàì¿

a particular kind of mathematically-based techniques for the

specification, development and verification of software and

hardware systems1

ïîäðîáíîñòè � íà it.mmcs.sfedu.ru

1Wikipedia:Formal methods
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Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Dr. Luke Ong

Îñíîâà ñåãîäíÿøíåãî äîêëàäà �
êóðñ ëåêöèé Dr. Luke Ong2:

2Oxford University Computing Laboratory
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Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

История

Ïîäõîä ê âåðèôèêàöèè, ïîÿâèâøèéñÿ â íà÷àëå 80-õ [CE81].

Èçíà÷àëüíî ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñîñòîÿíèé (àïïàðàòíîå îáåñïå÷åíèå,
êîììóíèêàöèîííûå ïðîòîêîëû).

Êëàðê, Ýìåðñîí è Ñèôàêèñ íàãðàæäåíû
ïðåìèåé Òüþðèíãà çà 2007 ãîä

¾çà èõ ðîëü â ïðåâðàùåíèè model checking â âûñîêî
ýôôåêòèâíóþ òåõíîëîãèþ âåðèôèêàöèè, øèðîêî ïðèìåíÿåìóþ
â èíäóñòðèè àïïàðàòíîãî è ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ¿.

Ðàçðàáîòêè ïîñëåäíèõ äåñÿòè ëåò íàïðàâëåíû íà
ðàñïðîñòðàíåíèå òåõíèêè íà âåðèôèêàöèþ ÏÎ.

Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü: êîìáèíàòîðíûé âçðûâ â ïðîñòðàíñòâå
ñîñòîÿíèé.
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Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Подход Model checking

Ïîäõîä

Задача: ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà Sys (íàïðèìåð, ÎÑ) è íåêîòîðîå
æåëàåìîå ñâîéñòâî Prop (íàïðèìåð, îòñóòñòâèå áëîêèðîâîê),
óäîâëåòâîðÿåò ëè Sys Spec?
Решение:

1 Ïîñòðîèòü ìîäåëü M äëÿ Sys.

2 Îïèñàòü ñâîéñòâî Prop êàê ôîðìóëó ϕ ïîäõîäÿùåãî
ëîãè÷åñêîãî ÿçûêà.

3 Íàïðàâèòü èìåþùèåñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû íà
ïðîâåðêó âûïîëíèìîñòè ϕ íà M.

8 / 34



Введение
Модели для вычислений высших порядков

Спецификации для вычислений высших порядков

Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Результаты

Äàëåêî ïðîäâèíóëàñü âåðèôèêàöèÿ èìïåðàòèâíûõ
ïðîãðàìì (1-ãî ïîðÿäêà).

Ìíîæåñòâî èíñòðóìåíòîâ: SLAM, Blast, Terminator,
SatAbs, è ò. ä.

Îñíîâíûå èñïîëüçóåìûå òåõíèêè:
1 абстракция (CEGAR: Counter-Example Guided Abstraction

Refinement)
2 повышение производительности (SAT- и SMT-solvers)
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Model Checking

Продолжить знакомство. . .

Э. М. Кларк, О. Грамберг, Д. Пелед
Âåðèôèêàöèÿ ìîäåëåé ïðîãðàìì.
Model Checking / ÌÖÍÌÎ: 2002.
(MIT Press: 2001.)
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Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Верификация вычислений высших порядков

ìîëîäîå íàïðàâëåíèå

íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ìàëî èíñòðóìåíòîâ

ñëîæíîñòü:
1 бесконечное число состояний
2 семантика моделей часто слишком абстрактна для

алгоритмического анализа

типичный пример: денотационная семантика
важный контрпример: игровая семантика

11 / 34



Введение
Модели для вычислений высших порядков

Спецификации для вычислений высших порядков

Летняя школа в г. Марктобердорф
Model Checking

Актуальность вычислений высших порядков

îáèëèå ðåàëèçàöèé: Haskell, OCaml, F#, Lisp/Scheme,
Ptalon, etc.,

òðàäèöèîííûå ïðèëîæåíèÿ: àâòîìàòè÷åñêîå
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì, âû÷èñëèòåëüíàÿ ëèíãâèñòèêà,
ðàçáîð ÿçûêîâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ,

íîâûå ïðèëîæåíèÿ: áàçû äàííûõ è ïîèñê èíôîðìàöèè
(Google's MapReduce), ñåòåâûå âçàèìîäåéñòâèÿ3.

òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû (àíàëèç çàâåðøåíèÿ ïðîãðàìì,
àíàëèç äîñòèæèìîñòè).

3См. также новый журнал:
«Практика функционального программирования», fprog.ru
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Определение стекового автомата порядка n [Маслов 74]

Стековые автоматы порядка 2

1-ñòåê ýòî îáû÷íûé ñòåê, ñîäåðæàùèé ñèìâîëû íåêîòîðîãî
àëôàâèòà. 2-ñòåê (ñîîòâ., n-ñòåê) ýòî ñòåê 1-ñòåêîâ (ñîîòâ.,
n − 1-ñòåêîâ).

Операции с 2-стеками: ïóñòü sk ïðåäñòàâëÿåò 1-ñòåê;
âåðøèíà ñòåêà ñïðàâà.

push2 : [s1 . . . si−1

si︷ ︸︸ ︷
[a1 . . . ak ]] 7→ [s1 . . . si−1si si ]

pop2 : [s1 . . . si−1[a1 . . . ak ]] 7→ [s1 . . . si−1]

push1 a : [s1 . . . si−1[a1 . . . ak ]] 7→ [s1 . . . si−1[a1 . . . aka]]

pop1 : [s1 . . . si−1[a1 . . . ak ]] 7→ [s1 . . . [a1 . . . ak−1]]

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ n-ñòåêè. Ñòåêîâûé àâòîìàò
ïîðÿäêà n èìååò n-ñòåê è pushi , popi äëÿ âñåõ 1 6 i 6 n. 15 / 34
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САВП как распознаватели

ÑÀÂÏ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ:

1 ÿçûêîâ èç (êîíå÷íûõ) ñëîâ [Maslov74] (à òàêæå, è ω-ñëîâ),

2 âîçìîæíî áåñêîíå÷íûõ äåðåâüåâ [KNU01] è ¾ÿçûêîâ èç
äåðåâüåâ¿,

3 âîçìîæíî áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ [Courcelle95], [Cachat03].
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Языки САВП (Маслов 74, 76)

1 ÑÀÂÏ îïðåäåëÿþò áåñêîíå÷íóþ èåðàðõèþ ÿçûêîâ.

2 Ìàëûå ïîðÿäêè õîðîøî èçó÷åíû: ÿçûêè ïîðÿäêîâ 0, 1 è 2
ýòî â òî÷íîñòè ðåãóëÿðíûå, êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûå è
èíäåêñèðîâàííûå [Aho68] ÿçûêè. ßçûêè âûñøèõ ïîðÿäêîâ
îñòàþòñÿ ïëîõî èçó÷åííûìè.

3 Äëÿ êàæäîãî n > 0 ÿçûêè ïîðÿäêà n îáðàçóþò
¾àáñòðàêòíîå ñåìåéñòâî ÿçûêîâ¿ (çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî
·, +, ∗, ïåðåñå÷åíèÿ ñ ðåãóëÿðíûìè ÿçûêàìè è
ãîìîìîðôèçìîâ).

4 Äëÿ êàæäîãî n > 0 ïðîáëåìà íåïóñòîòû ÿçûêà ïîðÿäêà n
ðàçðåøèìà.
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Пример: L = {anbncn | n > 0} распознаётся 2-САВП

L íå êîíòåêñòíî-ñâîáîäíûé (ñì. ëåììó ¾î íàêà÷êå¿).

Идея: èñïîëüçîâàòü âåðõíèé 1-ñòåê äëÿ ðàçáîðà anbn è âûñîòó
2-ñòåêà äëÿ õðàíåíèÿ n.

q1[[]]
a−−−−→ q1[[][z ]]

a−−−−→ q1[[][z ][zz ]]

b

y
q2[[][z ][z ]]

b

y
q3[[]] ←−−−−

c
q3[[][z ]] ←−−−−

c
q2[[][z ][]]
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Схемы рекурсии: пример

Ïóñòü Σ = {f : 2, g : 1, a : 0} � ¾âçâåøåííûé àëôàâèò¿. Ñõåìà
ðåêóðñèè G ýòî ¾ñèñòåìà óðàâíåíèé¿:

G :

{
S = F a,

F x = f x (F (g x)).

Ðàçâ¼ðòêà, íà÷èíàÿ ñî ñòàðòîâîãî ñèìâîëà S :

S → F a
→ f a (F (g a))
→ f a (f (g a) (F (g (g a))))
→ . . .

Äåðåâî òåðìîâ, ãåíåðèðóåìîå G :

[[G ]] = f a (f (g a) (f (g (g a))(. . .))).
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Представление [[G ]]

Äåðåâî òåðìîâ [[G ]] = f a (f (g a) (f (g (g a))(. . .))) â áîëåå
ïðèâû÷íîì âèäå:

Ïîïðîáóåì äàòü ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ âñòðå÷åííûõ
ïîíÿòèé.
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Дерево термов

Âçâåøåííûé àëôàâèò Σ ýòî ïàðà (D(Σ),weight : D(Σ)→ N),
ãäå D(Σ) íåêîòîðîå ìíîæåñòâî.
(×àñòî îòîæäåñòâëÿþò Σ è D(Σ)).

Äåðåâî òåðìîâ t âçâåøåííîãî àëôàâèòà Σ. Ïóñòü

Dir : f ∈ Σ 7→ {1, . . . ,weight(f )};
Dir∗ := (

⋃
f ∈Σ Dir(f ))∗

T ⊂ Dir∗ � ïðåôèêñ-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî Dir∗

Òîãäà t : T → Σ � äåðåâî òåðìîâ.
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Простые типы

Типы A ::= ◦ | (A→ A)

Êàæäûé òèï åäèíñòâåííûì îáðàçîì çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

A1 → (A2 → . . . (An → ◦) . . .), n > 0, (1)

êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü A1 → A2 → . . .An → ◦.
n � àðíîñòü äàííîãî òèïà.

Порядок òèïà èçìåðÿåò âëîæåííîñòü ëåâûõ ÷àñòåé →:

order(◦) := 0,

order(A→ B) := max (order(A) + 1, order(B)).

Примеры. N→ N è N→ (N→ N) èìåþò ïîðÿäîê 1.
(N→ N)→ N èìååò ïîðÿäîê 2.

Обозначение. ¾e : A¿ çíà÷èò ¾e èìååò òèï A¿.
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Определение схемы рекурсии G = (N , Σ,R, S)
порядка n

Ïóñòü èìååòñÿ íåîãðàíè÷åííûé çàïàñ òèïèçèðîâàííûõ
ïåðåìåííûõ (ϕ, x , y , . . . ) Var .

N : ìíîæåñòâî òèïèçèðîâàííûõ ¾íåòåðìèíàëîâ¿ ïîðÿäêà
ìàêñèìóì n, âêëþ÷àÿ âûäåëåííûé ñòàðòîâûé ñèìâîë S : ◦.
Σ: òèïèçèðîâàííûé àëôàâèò ¾òåðìèíàëîâ¿
R: ìíîæåñòâî óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî íåòåðìèíàëà
X : A1 → . . .→ Am → ◦ âèäà:

X ϕ1 . . . ϕm = e,

ãäå e : ◦ ýòî òåðì, ñêîíñòðóèðîâàííûé èç
терминалов f , g , . . . ∈ Σ,
переменных ϕ1, ϕ2, . . . , ϕm,
нетерминалов Y ,Z , . . . ∈ N

ïî ïðàâèëó àïïëèêàöèè: åñëè s : A→ B è t : A, îïðåäåë¼í
òåðì (s t) : B .
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Дерево терма

Äëÿ òåðìà t ∈ (Σ ∪N ∪ Var)∗ îïðåäåëèì ¾äåðåâî t⊥¿:

t⊥ :=


f åñëè t � òåðìèíàë f ,
t⊥1 t
⊥
2 åñëè t = t1t2 è t⊥1 6= ⊥,

⊥ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì äåðåâà òåðìîâ
âçâåøåííîãî àëôàâèòà Σ, äàííûì ðàíåå. (Çà ôóíêöèþ âåñà
ïðèíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ àðíîñòè ñèìâîëà.)
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Дерево, порождённое G

Ââåä¼ì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà Σ ∪ {⊥}: ∀a ∈ Σ: ⊥ 6 a. Îí,
î÷åâèäíî, ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà äåðåâüÿ. Íàïðèìåð:

⊥ 6 f ⊥⊥ 6 f ⊥ b 6 f b b.

Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà äåðåâüåâ T
ñóùåñòâóåò íàèìåíüøàÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà

⊔
T , è êîððåêòíî

îïðåäåëåíî:

[[G ]] :=
⊔
{t⊥ | S →∗ t}.
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Связь САВП и схем рекурсии

Òåîðåìà

Для каждого n > 0 три формализма

1 САВП порядка n,

2 сохранные схемы рекурсии порядка n [Damm82],

3 обобщённые индексированные грамматики порядка
n [Маслов76]

порождают один и тот же класс языков.
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Монадические теории второго порядка

Почему МВП-теории?

ÌÂÏ-òåîðèè î÷åíü âûðàçèòåëüíû (áîëåå âûðàçèòåëüíû,
÷åì òåìïîðàëüíûå ëîãèêè è µ-èñ÷èñëåíèå).

ÌÂÏ-òåîðèè ñëîæíî ðàñøèðèòü êàêèì-ëèáî ðàçóìíûì
ñïîñîáîì.
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Логическое представление деревьев термов

t : T → Σ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:

〈T , 〈di : 1 6 i 6 m〉, 〈pf : f ∈ Σ〉〉,

ãäå di (x , y) ýòî îòíîøåíèå ¾x ÿâëÿåòñÿ i-ì ðåá¼íêîì y¿,
pf (x) ýòî îòíîøåíèå ¾x èìååò ìåòêó f ¿.
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Определение МВП-теории (для Σ-отмеченного дерева)

ßçûê òåîðèè ñîñòîèò èç:

ïåðåìåííûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà: x , y , . . .
(ïðîáåãàþùèõ âåðøèíû äåðåâüåâ);

ïåðåìåííûõ âòîðîãî ïîðÿäêà: X ,Y , . . .
(ïðîáåãàþùèõ ìíîæåñòâà âåðøèí äåðåâüåâ);

àòîìàðíûõ ôîðìóë âèäà: di (x , y), pf (x), x ∈ X ;

ôîðìóë, ïîñòðîåííûõ èç àòîìàðíûõ ïðè ïîìîùè áóëåâûõ
ñâÿçîê, êâàíòèôèêàöèè ïî ïåðåìåííûì ïåðâîãî ïîðÿäêà,
êâàíòèôèêàöèè ïî ïåðåìåííûì âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Обзор результатов разрешимости МВП-теорий

Ðàáèí, 1969: ðåãóëÿðíûå äåðåâüÿ.

Muller and Schupp 1985: êîíôèãóðàöèîííûå ãðàôû
ÌÏ-àâòîìàòîâ.

Knapik, Niwi�nsky and Urzyczyn 2001:
PushdownTreenΣ � äåðåâüÿ, ïîðîæä¼ííûå ÑÀÂÏ ïîðÿäêà
n;
SafeRecSchTreenΣ � äåðåâüÿ, ïîðîæä¼ííûå ñîõðàííûìè
ñõåìàìè ðåêóðñèè ïîðÿäêà n;
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